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Nahodny jev a pravdépodobnost

Kazdou zékonitost sledovanou v ptirodé lze zjednodusené charakterizovat jako
vztah urcitého komplexu podminek a vysledku, ke kterému uskutec¢néni téchto
podminek vede.

Piikladem muze byt napiiklad zména skupenstvi vody ve vodni paru. Zde je
komplexem podminek zahidti vody na 100°C pii tlaku 760 mm. Vyslednym
jevem zména skupenstvi molekul vody. Tento jev nastava pri realizaci vyse uve-
denych podminek vzdy. Z hlediska teorie pravdépodobnosti jde o tzv. jev jisty.
Naproti tomu o jevu ktery pfi realizaci téhoz komplexu podminek nemuze nikdy
nastat mluvime jako o jevu nemozném.

Nahodny jev

Pokud realizace urc¢itého souboru podminek nevede k jednozna¢nému vysledku
pti opakované realizaci daného souboru podminek, pak se 1ze opravnéné domni-
vat, ze je vysledek zavisly na dalsich blize nespecifikovanych podminkach, které
lIze v tomto smyslu oznacit za ndhodné cinitele.

Jevy, které v zavislosti na nahodé mohou, ale nemusi pri uskute¢néni
daného souboru podminek nastat nazyvame nidhodnymi jevy.

Samotnou realizaci podminek vedouci k ur¢itému vysledku pak nazveme na-
hodnym pokusem.

Pojem pokus lze v souvislosti s pottem pravdépodobnosti chapat Siroce. Za
pokus lze povazovat napt. pocet vyrobenych vyrobku béhem pracovni smény,
¢ celkovou spotfebu el. energie mezi 20 hodinou a 7 hodinou ranni v Ceskych
Budsgjovicich. Za nadhodny pokus lze povazovat i zjisfovani poctu bilych krvinek
u pacienta pred a po terapii. Piikladu je celd fada, jisté sami vymyslite dalsi
piiklady.

Operace s nahodnymi jevy

Podle Stoneovy véty, 1ze s ndhodnymi jevy pracovat jako s mnozinami. Je tedy
mozné pii vypoctech souvisejicich s pravdépodobnosti vyuzit mnozinovych ope-
raci. Symbolem A pro tuto chvili ozna¢me mnozinu. To Ze a je prvkem mnoziny
A zapiSeme takto:

a € A

Napriklad to, ze a1, a2 a az jsou prvky mnoziny A lze zapsat jako
A €{ay,as,a3}.

Prazdnou mnozinu budeme znacit pomoc{ symbolu {0}.



Implikace

Jestlize pii kazdé realizaci jevu A nastdvd jev B, pak fikdme, Ze jev A mé
za nésledek jev B, nebo jinymi slovy jev A implikuje jev B. Tuto skute¢nost
zapiSeme jako

AcCB. (1)

Sjednoceni

Jev ktery spoc¢iva v realizaci alespon jednoho z jevu A & B, nazyvame sjednoceni
jevi A a B. Situaci lze zachytit symbolicky takto:

AUB. (2)
Pokud méame vice ndhodnych jevi napt.: Ay, Ao, ..., A,, pak jejich sjednocenim
?zlAi ) (3)

budeme rozumét takovy jev, ktery zahrnuje realizaci alespon jednoho z jevu
Ay, Ags o A

Pruanik
Prunikem néhodnych jevii A a B budeme rozumét soucasnou realizaci obou
jevu tj. A i B. Tento stav zapiSeme symbolicky jako:

ANB. (4)

Prinik n jeva A; pro i = 1,2,...,n tj. soucasnou realizaci vSech n jevu A4;
symbolicky zapiSeme

im14i (5)

Jevy opacné
Jevy A a B nazveme jevy opaénymi (téz doplitkové ¢ komplementdrni) jestlize
budou platit nasledujici relace
AUB=Q
AN B = {0}. (6)

Doplnék k jevu A se zpravidla znaéi symbolem A nebo A¢. Jev A spociva v
nenastoupeni jevu A.

Jev jisty & jev nemozny

Jak jiz bylo uvedeno vyse, jev ktery nastavd vzdy pfi realizaci ur¢itého kom-
plexu podminek budeme oznacovat jevem jistym a zapisovat pomoci symbolu
Q nebo FE.

Naopak jev ktery se nevyskytne nikdy pfestoze se realizuje komplex urcitych
podminek budeme nazyvat jevem nemoznym a oznacovat pomoci symbolu 0.



Vybérovy prostor

Pokud budeme uvazovat ndhodny, napiiklad pokus, v jehoz prubéhu hézime
dvakrat minci. Vysledek kazdého hodu, tedy padnuti panny ¢i orla bude zazna-
menan. Jisté budete souhlasit s tvrzenim, ze v tomto jednoduchém experimentu
jsou mozné pouze Ctyii vysledky:

{{hlava, hlava}, {hlava, orel}, {orel, hlava},{orel, orel}}

Takovato mnozina viech moznych vysledku se zpravidla nazyvd mnozina moz-
nych vysledki, nékdy také vybérovy prostor. Symbolicky byva oznac¢ovana
pomoci symbolu €.

Jev je v této souvislosti definovan jako podmnozina mnoziny moznych vysledkii.!
Uvédomte si, ze jevem v8ak muze byt i samotnd mnozina moznych vysledku,
coz je jev jisty.

Algebra

Pro spravné zavedeni matematického modelu je nutné zavést jisty systém mnozin,
oznacme jej A. Ten nazyvame algebrou pokud plati:

A Be A= AUuBeA (7)
A BeA=ANBecA (8)
AcA=AcA 9)
QeAd 0Oed (10)

Pravdépodobnostni funkce

Rozdélenim pravdépodobnosti na mnoziné Q = {ay, a9, - ,a,} s algebrou A
nazyvame kazdou nezapornou funkci P na mnoziné Q2 takovou, ze

P(ay) + P(az) + -+ P(a,) =1 (11)

Trojici A, 2, P,, kde P je rozdélenim pravdépodobnosti na na mnoziné €2 s algeb-
rou A4 budeme nazyvat pravdépodobnostnim prostorem. Pokud bude zaroven
platit, ze Q@ = {a1,a2, - ,a,} a Pla;) = P(az) = -+ = Pla,) = %, tak
pravdépodobnostni funkci P nazveme klasickym rozdélenim pravdépodobnosti
na mnoziné € a trojici (A, P, Q) nazveme klasickym rozdélenim pravdépodobnosti.

Predpoklidejme, Ze v osudi je 5 cernych kouli a tri bilé. NeZ bude vytaZena
jedna koule, jste vyzvdni k tomu abyste vsadili na barvu taZené koule. Pokud
uhodnete ziskdte 50 K¢. Jak budete sdzet. Jisté se shodneme na tom Ze vsadite
na cernou. Proc¢? Z hlediska matematiky jsou mozné dva vysledky losovdni:

e vytazend koule bude ¢erna

1Zamyslete se nad touto vétou.



e vytazend koule bude bila

Zcela jisté to nejsou dva stejné pravdépodobné vysledky. Pravdépodobnost vy-
tazeni ¢erné koule je g, zatimco pravdépodobnost vytazeni bile koule je %.
Vidite, ze jsme pritadili k ”jevam vytazeni éerné koule” ”vytazeni bilé koule”
urcité cisla, tj. podarilo se nam definovat funkci p na mnoziné €). Funkce P je
rozdélenim pravdépodobnosti a je definovana takto:

P(jev vytazeni ¢erné koule) = g a P(jev vytazeni bilé koule) = %. Sami vidite,
Ze plati:

3
P(jev vytazeni ¢erné koule) 4+ P(jev vytazeni bilé koule) = = + 3= 1

co| Ut

Jev vytazeni cerné koule je pravdépodobnéjsi nez jev vytazeni bilé koule. V
tomto ptipadeé je tedy lepsi sazet na ¢ernou barvu. Tato hra je tzv. strategicky-
nahodna.

Axionometricka definice pravdépodobnosti

Jejim autorem je zndmy matematik a statistik ruského puvodu A. N. Kolmo-
gorov. Definice je zaloZzena na predpokladu, Zze ndhodny jev je podmnozinou
vybérového prostoru.

Necht je ke kazdému jevu A € () piifazeno uréité &islo P(A), které
nazveme pravdépodobnosti jevu. Necht je tato pravdépodobnost P(.)
vzdy nezdporna tj. bude platit

P(A)>0 (12)

V této souvislosti mluvime o tzv. axiomu nezapornosti.

Dalsim axiomem je tzv. axiom aditivity. Ten nam #ikd, ze pravdépodobnost
sjednoceni kone¢ného ¢i spocetné nekoneéného (tj. takového poctu jevu které lze
ocislovat za pomoci pfirozenych ¢isel) poc¢tu neslucitelnych jevia A3 U Ag U -+ -
je rovna souctu jejich pravdépodobnosti, tedy

P(A1UA1U):P(A1)+P(A2)+ (13)

Poslednim axiémem vystupujicim v axionometrické definici pravdépodobnosti
je axiom normy. Ten iikd, ze pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné, tj.
musi platit:

PQ)=1 (14)

Mala poznamka: Axiomaticka definice pravdépodobnosti matematicky presné
a nerozporné vymezuje pojem pravdépodobnosti, ale nedava navod jak ji vypocist.
7 tohoto duvodu se pii urc¢ovani pravdépodobnosti vyuzivaji i jiné definice,
napiiklad klasickd definice pravdépodobnosti.



Klasicka definice pravdépodobnosti

Jejim autorem byl Francouz P. S. Laplace. Pii stanoveni ¢iselné hodnoty prav-
dépodobnosti vychazime z klasické definice pravdépodobnosti. Ta je definovana
takto:

Miize-li jisty provadény pokus vykazat konecny pocet n riznych
vysledkt (hovofime o nich jako o elementdrnich jevech), které jsou
stejné mozné a jestlize m z téchto vysledkt ma za néasledek nastou-
peni jevu A (v podstaté jevy pfiznivé), kdezto zbylych n—m vysledku
je vylucuje, potom je pravdépodobnost jevu A rovna:

P(A) = — (15)

Zakladnim predpokladem klasické definice pravdépodobnosti je vSak stejna moz-
nost ¢i pravdépodobnost koneéného poctu elementarnich jevi. Tento predpoklad
ale nebyva ¢asto splnén. Z tohoto duvodu byla zavedena tzv. statisticka definice
pravdépodobnosti jejimz autorem byl R. von Mises.

Statisticka definice pravdépodobnosti

Statisticka definice pravdépodobnosti se zaklidd na relativni ¢etnosti jevu A,
jehoz pravdépodobnost P(A) se snazime uréit.

V podstaté odhadujeme pravdépodobnost pomoci relativni cetnosti v sérii dos-
tatecné velkého poctu nezavislych pokusi, coz lze symbolicky zapsat takto:

P(A)~ — . (16)

Rozdil mezi klasickou a statistickou definici pravdépodobnosti spoéiva
v tom, Ze u klasické definice pravdépodobnost urcime na zakladé
podilu priznivych a moznych vysledka dle objektivnich vlastnosti
zkoumaného jevu uréenych pied pokusem. Zatimco podle statistické
definice tento podil odhadujeme na zékladé vysledku skute¢né prove-
denych pokust.

Pravdépodobnost a jeji vlastnosti

Uvedeme nékteré pravidla pro pocitani s pravdépodobnostmi:
e Jsou-li jevy A a B vzdjemné neslucitelné, pak

P(AUB) = P(A) + P(B) (17)

e Jsou-li jevy A a B dva libovolné jevy, pak
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (18)



Jsou-li jevy A a A vzajemné opaéné jevy, pak

P(A) =1- P(A) (19)
e Plati-li ze A C B, pak
P(A) < P(B) (20)
e Je-liA C B, pak
P(B — A) = P(B) — P(A) (21)

Jsou-li A, B dva libovolné jevy, pak

P(B— A) = P(B) — P(ANB) (22)

Podminéna pravdépodobnost

Pokud je jev A vazan na uskuteénéni jevu B, pak tento jev nazyvame jevem
podminénym jevu B a znacime jej A|B. Pii ur¢ovan{ podminéné pravdépodobnosti
se mnozina vSech moznych vysledkii ndhodného pokusu omezi pouze na ty
vysledky, jez vyhovuji dané podmince. Pravdépodobnost podminéného jevu pak
definujeme takto:

P(AN B)

PAIB) = =55

pricemz se predpoklddd, ze P(B) > 0. (23)

7 vyse uvedeného vztahu plyne nasledujici rovnice:

P(ANnB)=P(A|B)-P(B) (24)
Zaménime-li pak formalné A a B

P(BNA)=P(BJA) - P(A) (25)
Tyto vzorce slouzi pro vypocet sou¢asného vyskytu jeva A a B a byvaji oznacovany

jako véty o nésobeni pravdépodobnosti. Vétu o nésobeni pravdépodobnosti lze
zobecnit pro n jevu kde n > 2:

(26)
Pokud se bude jednat o nezavislé jevy, pak se véta o ndsobeni pravdépodobnosti
zjednodusi, nebot plati:

P(A|B) =P(A) (27)
P(B|A) = P(A) (28)

a tedy
P(ANB)=P(A)-P(B). (29)

Obdobné pak pro n nezavislych jevu.



Bayestiv vzorec

Pokud maji ndhodné jevy By, Bs, B3, - - - , B, nenulové pravdépodobnosti a zédroven

tvori uplny rozklad pravdépodobnostniho prostoru 2, tj.
n
Q=) B, piicemz B;NB; =0 pro i+#j
i=1

Pak lze libovolny jev A vyjadiit pomoci jevi B; pro j =1,2,--- ,n takto:
A=(ANB)U(ANBy)U---U(ANB,) . (30)

Postupnym uzitim véty o s¢itani pravdépodobnosti pro neslucitelné ndhodné
jevy a véty o nasobeni pravdépodobnosti ziskdme piedpis pro vypocet pravdeé-
podobnosti jevu A, nékdy také nazyvany vzorec tiplné pravdépodobnosti.

P(A)=>_P(A|B;) - P(B;) (31)

j=1
Pokud je i P(A) > 0, pak pro kazdy index ¢ € {1,2,--- ,n} bude platit:

_ P(A]B) - P(B))
PUBIA) = S b (alB) - P(B)) (82)

Tento vztah se nazyva Bayesovym vzorcem.



