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Náhodná veličina

Většina náhodných pokus̊u má jako výsledky reálná č́ısla. Budeme tedy dále
náhodnou veličinou rozumět proměnnou, která může nabývat r̊uzných reálných
č́ısel v závislosti na náhodě. Na tomto mı́stě si připomeňme, že lze rozlǐsovat
náhodnou veličinu diskrétńı a spojitou. Je-li náhodná veličina X spojitá, pak
může nabývat všech hodnot z konečného nebo nekonečného intervalu. Naopak,
náhodnou veličinu X považujeme za diskrétńı, nabývá-li konečného nebo spo-
četného počtu hodnot.

Náhodnou veličinu X lze tedy chápat jako reálnou funkci prvk̊u prostoru ele-
mentárńıch jev̊u.

Pravděpodobnost toho, že náhodná veličina X dosáhla hodnoty xi znač́ıme takto

P (X = xi) . (1)

Umı́me-li pro každé reálné x určit pravděpodobnost, že náhodná veličina X
nabyde hodnoty menš́ı nebo rovné x, pak známe tzv. rozděleńı pravděpo-
dobnosti náhodné veličiny X.

Zp̊usob popisu náhodných veličin

Prvńım zp̊usobem je zápis prostřednictv́ım tabulky rozděleńı pravděpodobnost́ı
viz tabulka 1.

Tabulka 1: Tabulka rozděleńı pravděpodobnost́ı – hod ideálńı kostkou
xi 1 2 3 4 5 6

P (X = xi) 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Druhou možnost́ı je pomoćı polygonu rozděleńı pravděpodobnost́ı. Daľśı možnost́ı
popisu rozděleńı pravděpodobnosti je prostřednictv́ım distribučńı funkce. Ta
je definována vztahem:

F (x) = P (X ≤ xi) . (2)

Distribučńı funkce je definována na předem daném intervalu. Jej́ı základńı vlast-
nosti jsou:

0 ≤ F (x) ≤ 1

F (xi) ≤ F (xj) pro každou dvojici č́ısel xi < xj

limx→−∞F (x) = F (−∞) = 0

limx→+∞F (x) = F (+∞) = 1

P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a)

(3)
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Distribučńı funkce F (x) je zprava spojitá a má nejvýš spočetně bod̊u nespoji-
tosti. Grafu distribučńı funkce odpov́ıdá v popisné statistice graf kumulativńıch
relativńıch četnost́ı. Distribučńı funkce diskrétńı náhodné veličiny je nespojitá.
Pro diskrétńı náhodnou veličinu plat́ı:

F (xi) = P (X ≤ xi) =
∑

j≤i

pj (4)

Pro spojitou náhodnou veličinu, nabývaj́ıćı všech hodnot z intervalu x ∈ [a; b]

F (x) = P (X ≤ xi) =

x∫

a

f(t)dt (5)

Daľśım d̊uležitým pojmem je hustota pravděpodobnosti (někdy také frek-
venčńı funkce). Jde o funkci která je definována vztahem

f(x) =
dF (x)

dx
= F

′
(x) (6)

Základńı vlastnosti hustoty pravděpodobnosti jsou:

f(x) ≥ 0

limx→−∞f(x)dx = 0

limx→+∞f(x)dx = 0

b∫
a

f(x)dx = 1 pro x ∈ [a; b]

P (a < X ≤ b) =
b∫

a

f(x)dx

(7)

Velmi d̊uležitým pojmem ve spojitosti s popisem náhodných veličin je pojem
kvantilu. α-kvantilem nebo α · 100%-ńım kvantilem náhodné veličiny X, která
má jisté spojité rozděleńı náhodné veličiny s distribučńı funkćı F (x) a hustotu
pravděpodobnosti f(x), je č́ıslo xα pro které plat́ı

F (xα) = P (X ≤ xα) =

xα∫

−∞
f(x)dx = α (8)

Některé kvantily maj́ı speciálńı názvy např.: medián, dolńı kvartil, horńı kvartil,
prvńı decil, osmý percentil, atd...

Některá rozděleńı diskrétńıch a spojitých náhodných
veličin

Bernoulliho rozděleńı

Někdy také Alternativńı rozděleńı. Pomoćı tohoto rozděleńı lze popsat ty situ-
ace, ve kterých může náhodná proměnná nabývat pouze dvou možných hodnot.
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Př́ıkladem může být hod ideálńı minćı. Daľśım možným př́ıkladem může být
hlasováńı jedné ze dvou stran bez možnosti zdržet se hlasováńı. Bez ztráty
obecnosti lze uvažovat o dvou možných výsledćıch 0 nezdar a 1 zdar.

Bernoulliho rozděleńı je definováno pomoćı parametru p. Tento parametr lze
interpretovat jako pravděpodobnost zdaru. Pravděpodobnostńı funkce Bernoul-
liho rozděleńı je definována takto

f(x; p) =

{
(1− p) pokud x = 0

p pokud x = 1 . (9)

Pravděpodobnostńı funkci pro Bernoulliho rozděleńı lze zapsat ekvivalentně
jako:

P (X = x) = px(1− p)(1−x) . (10)

Distribučńı funkci tohoto rozděleńı pak zaṕı̌seme jako

F (x; p) =

{
(1− p) pokud x = 0

1 pokud x = 1 . (11)

Středńı hodnota Bernoulliho rozděleńı je dána hodnotou p, rozptyl pak hodno-
tou p(1− p). Symbolickým zápisem X ∼ Bern(p) nebo A(p).

Binomické rozděleńı

Pokud budeme opakovat n-krát určitý pokus při dodržeńı stejných podmı́nek,
přičemž v každém pokusu bude moci nastat náhodný jev A, se stejnou pravdě-
podobnost́ı p a naopak nenastat s pravděpodobnost́ı 1 − p, pak takové schéma
pokus̊u nazýváme Bernoulliho schéma.

Počet realizaćı jevu A v n nezávislých pokusech Bernoulliho schématu je zřejmě
diskrétńı náhodnou veličinou s definičńım oborem {0, 1, . . . , n}. Vzhledem k
tomu, že jsou tyto pokusy navzájem nezávislé lze psát:

P (X = x) =
(

n

x

)
px(1− p)n−x . (12)

Náhodnou veličinu X maj́ıćı binomické rozděleńı lze vyjádřit jako součet n
nezávislých náhodných veličin, které maj́ı alternativńı rozděleńı se stejným pa-
rametrem p :

X = X1 + X2 + . . . + Xn . (13)

Středńı hodnotu lze pak určit jako:

E(X) = E(X1) + E(X2) + . . . + E(Xn) = np .

Pro rozptyl pak

D(X) = D(X1) + D(X2) + . . . + D(Xn) = np(1− p) .
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Např́ıklad předpokládejme, že počet x vadných výrobk̊u mezi n nezávisle vyro-
benými výrobky má binomické rozděleńı Bi(n, p), kde p udává pravděpodob-
nost, že při výrobńım procesu bude vyroben zmetek. Pro n = 40 a p = 0, 05
źıskáme následuj́ıćı graf pravděpodobnostńı funkce viz graf 2.

Obrázek 1: Pravděpodobnostńı funkce pro X ∼ Bi(40; 0.05)
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Poissonovo rozděleńı

V některých př́ıpadech neńı počet dat výsledkem předem stanoveného počtu
zkoušek. Např́ıklad pokud y představuje počet úmrt́ı při automobilových ne-
hodách v ČR během následuj́ıćıho týdne, pak teoreticky neńı stanovena horńı
hranice n pro y. Vhodný pravděpodobnostńı model pak představuje Poissonovo
rozděleńı.

Poissonovo rozděleńı má pouze jeden jediný parametr. T́ım je λ. Tento para-
metr udává jak středńı hodnotu tak rozptyl. Skutečnost, že se středńı hodnota
Poissonova rozděleńı muśı být shodná s rozptylem je velice d̊uležitá, zvláště při
modelováńı některých typ̊u dat. Poissonova pravděpodobnostńı funkce je defi-
nována takto

f(x; λ) =
e−λλx

x!
. (14)
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Distribučńı funkce pak jako

F (x; λ) =
x∑

z=0

e−λλz

z!
. (15)

Pokud náhodná veličina X sleduje Poissonovo rozděleńı s parametrem λ pak
ṕı̌seme X ∼ Po(λ).

Jednou z cest jak definovat Poissonovo rozděleńı je pomoćı aproximace bino-
mickým rozděleńım, a to za předpokladu, že n je extrémně vysoké a π je bĺızko
nule. Přesněji pokud n → ∞, π → 0, a nπ → λ, pak binomické rozděleńı s
parametry n a π aproximuje Poissonovo rozděleńı s parametrem λ. Nebot’ lze
binomickou pravděpodobnostńı funkci zapsat jako
(
n
x

)
πx(1− π)n−x = n!

(n−x)!π
x(1− π)n−x

= n(n−1)···(n−x+1)
x! πx(1− π)n−x

= n(n−1)···(n−x+1)
x!

(
nπ
n

)x(
1− nπ

n

)n−x

= n(n− 1) · · · (n− x + 1) 1
x!

(
nπ
n

)x(
1− nπ

n

)n(
1− nπ

n

)−x

= n(n− 1) · · · (n− x + 1) 1
x! (nπ)x

(
1
n

)x(
1− nπ

n

)n(
1− nπ

n

)−x

= n(n−1)···(n−x+1)
nx (1− π)−x (nπ)x

x!

(
1− nπ

n

)n

.

(16)
A plat́ı

limn→∞
n(n− 1) · · · (n− x + 1)

nx
= 1 (17)

limπ→0(1− π)−x = 1 . (18)

Dále plat́ı
limπ→∞

nπ→λ

(
1− nπ

n

)n

= e−λ, (19)

a tedy

limnπ→λ
(nπ)x

x!
=

λx

x!
. (20)

Č́ımž je dokázáno to, že pokud n →∞, π → 0 a nπ → λ, pak je pravděpodobnostńı
funkce binomického rozděleńı rovna

e−λλx

x!
,

což je právě pravděpodobnostńı funkce Poissonova rozděleńı.
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Hypergeometrické rozděleńı

Náhodná veličina X má hypergeometrické rozděleńı s parametry N,M, n, jestliže
má definovanou pravděpodobnostńı funkci následuj́ıćım zp̊usobem:

P (X = x) =

{ (M
x )(N−M

n−x )
(N

n) pokud x ∈ 〈max(0,M −N + n); min(M,n)〉

0 jinak .
(21)

Přičemž N,M,n a x jsou přirozená č́ısla, pro která plat́ı ≤ M ≤ N a 1 ≤ n ≤ N .
Uvědomte si, že faktoriál je definován pouze pro nulu a přirozená č́ısla.

Význam jednotlivých symbol̊u lze vysvětlit takto: Mějme N objekt̊u, z nichž
M má jistou sledovanou vlastnost. Z takového souboru vybereme náhodně n
objekt̊u, přičemž každá n-tice vytvořená z těchto N objekt̊u má stejnou prav-
děpodobnost že bude vybrána.

Pro malá n/N přibližně pro n/N ≤ 0, 1 lze hypergeometrické rozděleńı aproxi-
movat binomickým rozděleńım s parametrem p = M/N . V př́ıpadě, že je n/N
a M/N malé a n velké, řekněme n/N ≤ 0, 1, M/N ≤ 0, 1 a n > 30, lze hyper-
geometrické rozděleńı aproximovat tzv. Poissonovým rozděleńım s parametrem
λ = nM/N .

Uved’me si jeden př́ıklad. Jaká je pravděpodobnost, že správně zaškrtneme na
ĺıstku SAZKY 3 č́ısla ze šesti, tj. výhry pátého mı́sta ve sportce?

Postupujme selským rozumem. Jev uhodnut́ı 3 ze 6 vyhrávaj́ıćıch nastane tehdy,
pokud se budou shodovat 3 č́ısla z 6 vyhrávaj́ıćıch. Takových možných trojic je(
6
3

)
. Ostatńı č́ısla, pak muśı být č́ısla které nevyhrávaj́ı, těch je 49− 6 = 43. Ta-

kovýchto ”nevýtězných” trojic je tedy
(
43
3

)
. Nebot’ každá výtězná trojice může

být zkombinována s nevyhrávaj́ıćı, pak počet všech vyhovuj́ıćıch výsledk̊u je(
6
3

) · (43
3

)
. Celkový počet šestic které lze vytvořit z 49 č́ısel která jsou v osud́ı je(

49
6

)
. Pravděpodobnost hledané výhry je tedy:

P (X = 3) =

(
6
3

) · (43
3

)
(
49
6

) .

Připomı́ná Vám něco tento výsledek? Měl by, nebot’:

P (X = 3) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)
(
N
n

) =

(
6
3

) · (43
3

)
(
49
6

) .

Normálńı rozděleńı

V souvislosti s t́ımto rozděleńım se lze setkat i s názvem Laplace – Gaussovo
rozděleńı. Patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı spojitá rozděleńı náhodných veličin a má
zásadńı význam jak v statistické teorii, tak i v aplikaćıch. Lze ř́ıci, že t́ımto
rozděleńım lze popsat jevy, na jejichž koĺısáńı má vliv velký počet nepatrných
a vzájemně nezávislých vliv̊u.
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Normálńı rozděleńı, jak bylo již výše zmı́něno patř́ı mezi nejuž́ıvaněǰśı pravdě-
podobnostńı modely. Tvar distribučńı funkce odvodil na základě velkého počtu
pokus̊u hodu minćı francouzský matematik Moivre již v roce 1733. Znovu byla
tato křivka objevena na základě chyb měřeńı v astronomii na začátku 19. stolet́ı,
a byla pojmenována po známém německém matematikovi Carlu Friedrichovi
Gaussovi (1777-1855). Pojmenováńı ”Normálńı rozděleńı“, pak poprvé zavedl
francouzský matematik Quételet.

Hustota pravděpodobnosti tohoto rozděleńı je dána funkćı

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(xi−µ)2

2σ2 pro xi ∈ (−∞, ∞) . (22)

Jak je z výrazu patrné, má toto rozděleńı dva parametry µ a σ2 Normálńı
rozděleńı s těmito parametry se zpravidla znač́ı N(µ, σ2), kde prvńı parametr
je středńı hodnotou a druhý je rozptylem náhodné veličiny. Normálńı rozděleńı
je symetrické kolem své středńı hodnoty, která je současně mediánem i modem.

Pokud bychom hodnoty náhodné veličiny X s normálńım rozděleńım vhodně
transformovali resp. znormovali, pak bychom źıskali náhodnou veličinu jej́ıž
rozděleńı bylo opět normálńı s jednotkovým rozptylem a nulovou středńı hod-
notu. Tomuto rozděleńı se ř́ıká normované normálńı rozděleńı a znač́ıme jej
N(0, 1).
Distribučńı funkce je stejně jako hustota pravděpodobnosti tabelována právě pro
normované normálńı rozděleńı, nebot’ každé normálńı rozděleńı lze transformo-
vat na normálńı normované rozděleńı. Tabulky hustoty pravděpodobnosti spolu
s distribučńı funkćı jsou sestaveny většinou pro nezáporné hodnoty normované
veličiny U . Kde hodnotu ui normované veličiny U źıskáme transformaćı

ui =
xi − µ

σ
. (23)

Hustotu normovaného normálńıho rozděleńı d̊usledně označujeme symbolem
ϕ(x). Distribučńı funkci rozděleńı N(0, 1) d̊usledně označujeme prostřednictv́ım
symbolu φ(x). Hodnoty pro x ≺ 0 plynou ze vztah̊u

ϕ(−x) = ϕ(x) , (24)

φ(−x) = 1− φ(x) . (25)

Daľśım velmi d̊uležitým vztahem je předpis

uα = −u1−α . (26)

Chi–kvadrát rozděleńı

Uvažujme navzájem n nezávislých náhodných veličin U1, U2, · · · , Un, z nichž
každá má normované normálńı rozděleńı. Potom rozděleńı součtu čtverc̊u těchto
náhodných veličin má χ2 rozděleńı. Tedy

χ2 =
n∑

i=1

U2
i . (27)
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Součet čtverc̊u n vzájemně nezávislých normovaných normálńıch náhodných
veličin má hustotu pravděpodobnosti danou předpisem

f(x) =

{
1

2
n
2 Γ( n

2 )
e−

χ2

2 (χ2)
n
2 −1

, χ2 > 0

0, χ2 ≤ 0
(28)

Kde funkce Γ(n
2 ) se nazývá gama funkce, která je definována jako

Γ( 1
2 ) = 1

Γ(n
2 ) = (n−2

2 )! pro n = 2, 4, 6, · · ·

Γ(n
2 ) = n−2

2
n−4

2 · · · 3
2

1
2

√
π pro n = 3, 5, 7, · · ·

(29)

Parametr n nazýváme počtem stupň̊u volnosti. V našem př́ıpadě mluv́ıme o χ2

rozděleńı s n stupni volnosti, které znač́ıme χ2(n). Distribučńı funkce tohoto
rozděleńı je definována rovnićı

F (x) =

{
1

2
n
2 Γ( n

2 )

∫ χ2

0
e−

t
2 t−

n
2−1dt, χ2 > 0

0, χ2 ≤ 0 .
(30)

Charakteristiky tohoto rozděleńı jsou

E(χ2) = n ,

D(χ2) = 2n .

Frekvenčńı funkce χ2 rozděleńı je asymetrická. Jej́ı pr̊uběh záviśı na počtu
stupň̊u volnosti. S rostoućım n se χ2 rozděleńı bĺıž́ı normálńımu rozděleńı N(n, 2n).
Pokud n > 30 lze toto rozděleńı aproximovat normovaným normálńım rozděleńım.

Studentovo nebo také t-rozděleńı

Jedńım z nejčastěji využ́ıvaným rozděleńım je tzv. t-studentovo rozděleńı. Lze
jej definovat pomoćı dvou nezávislých náhodných veličin U a χ2, které maj́ı po
řadě N(0, 1) a χ2(n) rozděleńı. Náhodná veličina t kde ta je definována jako

t =
U√
χ2

n

, (31)

má hustotu pravděpodobnosti

f(x;n) =
Γ(n+1

2 )√
πn · Γ(n

2 )
(1 +

x2

n
)−

n+1
2 x ∈ (−∞;∞) . (32)

Rozděleńı s touto hustotou pravděpodobnosti se nazývá t rozděleńı, též Stu-
dentovo rozděleńı o n stupńıch volnosti. Počet stupň̊u volnosti veličiny χ2 ve
jmenovateli veličiny t určuje počet stupň̊u volnosti Studentova rozděleńı.

Rozděleńı t při rostoućım počtu stupň̊u volnosti rychle konverguje k normálńımu
rozděleńı. Pro n > 30 lze nahradit Studentovo rozděleńı normálńım normovaným
rozděleńım. Studentovo rozděleńı je symetrické jednovrcholové. Vzhledem k sy-
metrii plat́ı:

tα(n) = −t1−α(n) . (33)
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Fisherovo–Snedecorovo rozděleńı

Daľśım hojně využ́ıvaným rozděleńım je Fisherovo–Snedecorovo rozděleńı, známé
rovněž jako F -rozděleńı. Lze jej definovat prostřednictv́ım dvou nezávislých
náhodných veličin které pocházej́ı z Chi-kvadrát rozděleńı s m resp. n stupni
volnosti. Náhodná veličina F je definována takto:

F =
χ2

1
m
χ2

2
n

. (34)

Rozděleńı s touto hustotou pravděpodobnosti se symbolicky zapisuje jako F (m,n).
Uvědomte si, že zde zálež́ı na pořad́ı stupň̊u volnosti m, n. Nicméně plat́ı vztah

Fα(m,n) =
1

F1−α(n,m)
. (35)

Rozděleńı F se při velkých počtech stupň̊u volnosti bĺıž́ı k rozděleńı normálńımu,
ale dosti pomalu. Toto rozděleńı je asymetrické.

9


