Testovani hypotéz na zakladé jednoho
a dvou vybéra !
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Testovani hypotéz

Pokud nés zajima zda plati, ¢i neplati tvrzeni o urc¢itém parametru, napf. o
parametru ©, pak takovéto tvrzeni lze nazvat hypotézou, resp. statistickou hy-
potézou.

Naptiklad, chceme testovat hypotézu, ze stiedni hodnota je néjaké konkrétni
¢islo, nebo patii do urcitého intervalu. Pak 6 je pravé stfedni hodnota a 6
pravé nase konkrétni hodnota. Statistickou hypotézu lze pak zapsat napriklad
ve tvaru
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Takto formulovanou hypotézu nazveme testovanou hypotézou. Nékdy se lze
setkat s pojmenovanim nulova hypotéza.

Proti testované hypotéze formulujeme hypotézu alternativni. Znaci se symbolem
H 4 nebo H,. Existuji ruzné alternativni hypotézy. V podstaté vsak pii testovani
hypotéz rozeznavame pouze tii typy alternativnich hypotéz. Ty lze koncipovat
nasledujicim zptsobem:

Pravostrannd hypotéza Hy: © > 0
Levostranna hypotéza Hy: ©<0O
Oboustrannd hypotéza Hug: © # Q.

Na tomto misté je nutné upozornit ¢tenéie na to, ze je velmi dulezité, jak budeme
tyto hypotézy specifikovat. Je nutné se spravné rozhodnout mezi témito vari-
antami:

Hot@zeo VS. ]{,419756)07

nebo
Hy:©9<0p vs. Hy :© >0

nebo
Hy:©9>0y vs. Hy:0<0Og.

Testové kritérium

Pro rozhodnuti o tom, ktera z vyse formulovanych hypotéz je pravdiva, tj. zda
bude platit Hy nebo naopak H 4, rozhodujeme za pomoci tzv. testové statistiky
T. To je jistd nami zvolend funkce, kterd zavisi na nasem vybéru. Piikladem
muze byt testovd statistika pro odhad stfedni hodnoty - aritmeticky prumeér.
Tedy funkce zavisejici na nasem pozorovani. Testovaci statistiku pak zpravidla
nazyvame testovym kritériem.

Statistika T" je ndhodnou veli¢inou nabyvajici ur¢itého oboru hodnot, resp. hod-
not z urcité podmnoziny mnoziny redlnych cisel.



Na definovaném oboru hodnot testové statistiky 7' 1ze vymezit jistym zptsobem
dvé podmnoziny. Prvni z nich, ozna¢ime ji symbolem K, nazveme kritickym
oborem. Druhou podmnozinu, ozna¢ime ji H, nazveme oborem piijeti.

Heuristickym vysvétlenim téchto dvou mnozin muze byt nédsledujici piedstava.
Chceme rozhodnout, zda se nase rozdéleni chova podle nasi hypotézy Hy, nebo
uz spiSe dle alternativy H4.

Napriklad mame Sestisténou kostku a hodlame rozhodnout, zda je poctiva,
tj. vSechna ¢isla padaji se stejnou pravdépodobnosti, nebo zda je falesna a
néktera ¢isla padaji castéji. Test provedeme tak, Ze si fekneme, ze hodime stokrat
kostkou a spocteme si, kolikrat které ¢islo padlo.

Vime, Ze se muze stat, ze i kdyz je kostka poctiva, mohou nam padnout napiiklad
jen samé pétky a Sestky. Ale pravdépodobnost, ze se tak stane, je u poctivé
kostky miziva. V takovém piipadé je daleko pravdépodobnéjsi, ze je kostka
falesnd.

Nasgim cilem je pravé dopiedu urcit mnozinu vSech vysledku, které uz jsou
”daleko” od nasi testované hypotézy. Pravdépodobnost této mnoziny ma byt
praveé nase «. Pravdépodobnost (za platnosti Hyp), Ze nastanou tyto nebo vechny
“horsi” vysledky je velmi mala. Jak mal4, to je pravé nase hladina vyznamnosti
testu.

A pak uz jen hazime a pokud nastal vysledek, ktery je v této nasi mnozing,
pak zamitneme hypotézu.

Pokud jde o samotné testovani hypotézy, pak to spoc¢iva v aplikaci jednoduchého
rozhodovaciho pravidla:

Lezi-li hodnota testového kritéria T v kritickém oboru tj., T € K, zamitdme
nulovou hypotézu ve prospéch hypotézy alternativni.

Naopak, nelezi-li hodnota testového kritéria v kritickém oboru, pak testovanou
hypotézu nezamitame a tvrdime, ze se nepodafilo zamitnout nulovou hypotézu
na piedem zvolené hladiné vyznamnosti c.

Chyby spojené s testovanim hypotéz

Pfi testovani hypotéz se muzeme dopustit v podstaté chyb dvojiho typu. Ve
statistické teorii je nazyvame chybami prvniho a druhého druhu. Pojednejme o
nich blize.

Chyby prvniho druhu se dopustime tehdy, zamitneme-li testovanou hypotézu,
prestoze plati. Pokud bychom tedy chtéli ur¢it pravdépodobnost vzniku chyby
I. druhu, platilo by nasledujici:

P(chyby 1.) = P(pfijmu H4|Hy) = P(T € K|plat{ Hyp). (2)



Pravdépodobnost vzniku chyby I. typu chceme zpravidla jistym zpusobem ome-
zit. Ve vétsiné piipadu pozadujeme, aby tato pravdépodobnost neprekrocila
uréitou, predem danou hodnotu a.

Hodnotu a nazyvame hladinou vyznamnosti. Nejcastéjsi volbou hodnoty o pro
testovani hypotéz je « = 0,05 ¢i o = 0,01. V takovém piipadé piipoustime ex-
istenci vzniku chyby I. druhu s pravdépodobnosti 0,05 resp. 0,01. Kriticky obor
je pak konstruovan tak, ze plati:

P(chyby 1.) = P(T € K|plati Hy) =« .

Chyby druhého druhu se dopustime tehdy, nezamitneme-li hypotézu Hy, prestoze
tato hypotéza ve skute¢nosti neplati a my bychom se méli ptriklonit k alternativni
hypotéze. Pravdépodobnost toho, ze se dopustime chyby II. druhu lze vyjadfit
nésledujicim zpusobem:

P(chyby II.) = P(nezamitnu Ho|Ha) = P(T ¢ K|Ha) = 0. (3)

Vétsinou se vSak zajimame spiSe o doplnék k této pravdépodobnosti. Jinymi
slovy, zajimédme se o pravdépodobnost toho, ze skutetné zamitneme nulovou
hypotézu, pokud skute¢né neplati. Urcujeme tedy pravdépodobnost toho, ze se
této chyby nedopustime. Symbolicky lze hledanou pravdépodobnost definovat
nésledovné:

P(pf‘ijmuHA|HA):P(TEK|HA):1—ﬁ. (4)
Tento doplnék k pravdépodobnosti chyby II. typu, tj. hodnotu 1 — G, zpravidla
nazyvame silou testu.

Ve statistické teorii se lze setkat s celou fadou ruznych testu, které slouzi
k vysloveni zavéri o hodnotich odhadovanych parametru ¢i o tvarech stu-
dovanych rozdéleni. Tato problematika vSak pfesahuje rdamec naSeho kurzu,
proto se omezime pouze na nékteré z nich. Dalsi testy lze nalézt v odborné
statistické literatute. Jejich prostudovani prenechavame laskavému Ctenafi.

Druhy testu

7 hlediska toho, jaké predpoklady ¢inime o rozdéleni sledovaného statistického
znaku, lze rozlisit dvé tiidy testu:

Parametrické testy: Jsou testy zalozené na znalosti charakteru rozdéleni sle-
dovaného statistického znaku, tj. pfedpokladdme napt. ze vime, Ze naSe
pozorovani pochazi napiiklad z normalniho, binomického, apod. rozdéleni,
ale nezndme hodnoty jednoho ¢i vice parametru. Parametrickymi testy se
pak testujeme pfedpoklady o téchto nezndmych parametrech (muze jit
napiiklad o stfedni hodnotu ¢i rozptyl). V prevazné vétsiné jde o pocetné

vevs

Neparametrické testy: Jsou takové testy, které nevyzaduji znalost predpo-
kladu o charakteru rozdéleni ndhodnych veli¢in. Neparametrické, se na-
zyvaji proto, ze se netykaji parametri rozdéleni. Tyto testy maji obecné
mensi silu ve srovnani s parametrickymi testy. Jejich vyhodu je vsak je-
jich univerzalnost, nebot lze tyto testy pouzit jak pro kvantitativni, tak
i kvalitativni znaky. Po vypocetni strance jsou jednoduché.



Testy hypotéz o parametru ;. p¥i nezndmém o?

Predpoklddejme, ze méme k dispozici vybér x = [z, 2, -+ , 2] , pochazejici
z normalniho rozdéleni, jehoz parametry p a o? nezndme. Tato situace byva
v biologické a zejména v ekonomické praxi nejcastéjsi. Déle predpokladejme, ze
se budeme snazit u¢init zavér o velikosti stfedni hodnoty p v zdkladnim vybéru.

Kriticky obor je v pifpadé testu hypotéz o parametru u pii nezndmém o? zalozen
na testovém kritériu

t:m\/ﬁ. (5)

S

Uvédomte si, ze t je ndhodnou veli¢inou. Tato ndhodné veli¢ina sleduje za plat-
nosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Symbolicky
lze tedy psat, ze t ~ t(n — 1). Testujeme-li hypotézu

Ho:p<po proti Ha:p>po,
je kritickym oborem K nasledujici mnozina:
{t;it >t1_a(n—1)}. (6)

Protoze, pokud by platila alternativa, pak by slozky vektoru pozorovani x;
nabyvaly spiSe vyssich hodnot, a tedy i T urceny na zakladé téchto hodnot

joos

by byl vyssi. My tedy hledame tak vysokou hodnotu, aby, pokud plati nulova
hypotéza, & nabyval této nebo vyssi hodnoty jen s pravdépodobnosti mensi nez
a. Pokud se tedy stane, ze  dosdhne této nebo vyssi hodnoty, pak hypotézu
zamitneme na hladiné a.

Rozmyslete si, ze pravé toto nam tika nerovnost
t>ti_o(n—1) ! (7
Naopak testujeme-li hypotézu
Hy:p>po proti Ha:tp < po
je kritickym oborem K mnozina
{tt < —t1_a(n—1)}. (8)
S ohledem na symetri¢nost rozdéleni je tento kriticky obor totozny s mnozinou
{t;t < to(n—1)}. V pifpadé, Ze néds zajima pouze oboustranng alternativa, tj.
predpokladdame nasledujici hypotézy:
Ho:p=po proti Ha:p# po,

pak je kritickym oborem mnozina

{t; |t = ti-g(n—1)} . (9)

Cely postup demonstrujme na nésledujicim piikladé. V populdarnim casopise
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bylo uvedeno, ze ¢eskd populace zen vlivem zmén zivotniho stylu a Spatnych
stravovacich navyku tloustne. Zatimco ptred péti lety byla prumérna hmotnost
ceskych zen 72,5 Kg dnes jsou zeny podstatné obéznéjsi. M4 autor tohoto ¢lanku
pravdu nebo zenam kiivdi?

Ptistupme k tomuto problému statisticky. Pfedpokladejme, ze jsme potidili
nahodny vybér z populace ¢eskych Zen o rozsahu n = 24.
[1] 67.16 86.97 84.00 85.29 74.55 68.93 74.22 72.34 87.09 77.51

[11] 63.25 71.02 99.82 54.56 73.12 74.03 71.00 69.46 79.86 69.31
[21] 68.25 72.87 80.24 83.20

Pro posouzeni normality dat vyuzijeme histogram a tzv. Q-Q plot! viz obréazek 1.
7 téchto graft lze vyvodit predbézny zaveér, ze testovany soubor muze pochézet
z normalniho rozdéleni. Zavér uc¢inény na zakladé téchto grafu je nutné brat
pouze jako informativni zdvér.

Obréazek 1: Q-Q graf pro vizualni posouzeni normality dat
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Predepisme tedy testovanou a alternativni hypotézu:
Hy:p <725 Hpg:p>72,5

Primeérna hodnota hmotnosti zen ve vybérovém souboru je

T =

> @y =75,33542 .
i=1

S|

1Velmi hrubé feceno, jsou-li body v tomto grafu piiblizné na pifmce lze se domnivat, ze
pozorovana data pochazeji z normalniho rozdéleni.



Smérodatnd odchylka pak

n

1
s = > (@i — ) = /88,07907 = 9, 385045 .

n—1
i=1

Vyjadfeme hodnotu testové statistiky .

f_ T o = 75,33542 — 72,5
s

24) = 1,4
9, 385045 (24) = 1, 480083

Daéle predpoklddejme, Ze budeme chtit interpretovat nase vysledky s 95% spo-
lehlivosti. Hladinu « specifikujeme tedy hodnotu 0, 05. Zbyvé urcit kriticky obor
K, ten je definovan jako mnozina hodnot ¢ pro které plati:

t> tl_a(n - 1) = t0795(23) = 1, 713872 .

Je tedy ziejmé, ze testova statistika ¢ nelezi v kritickém oboru K. Z tohoto
duvodu nelze zamitnout testovanou hypotézu Hy : u < 72,5. Zavérem lze tedy
fici, ze se ndm s 95% spolehlivosti na zdkladé pozorovanych dat nepodatrilo
prokézat, ze hmotnost Zen vzrostla v porovndni s prumérnou hmotnosti Zen
pred péti lety. Autor ¢ldnku Zendm ziejmé kiivdi.

P-value, aneb dosazena hladina vyznamnosti

Pokud budeme pracovat se statistickym software, tak se témér s jistotou setkame
s hodnotou nazyvanou p-value. Ta udavé pravdépodobnost s jakou by ndhodnd
velicina T', za platnosti nulové hypotézy, nabyla alespon takové hodnoty, jakou
mé testova statistika ¢, vypoctend na zékladé pozorovanych dat. Symbolicky
pak pro spojité ndhodné veli¢iny:

P(T > t) = p-value (10)
Pii testovani hypotéz lze uplatnit néasledujici pravidlo:

Pokud je p-value mensi nez o, zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch hypotézy
alternativni.

Pro predesly ptiklad ¢ini hodnota p-value 0,07620986. Je tedy vétsi nez nami
specifikovand hladina a = 0.05, a proto nelze zamitnout testovanou hypotézu
Hy:p <72,5.

Pokud bychom chtéli urcit dosazenou hladinu vyznamnosti pro levostrannou

alternativu, tj. pro Ha : p < 72,5, museli bychom postupovat nasledujicim
zpusobem:

1—P(T >t)=1-p-value =1-0,07620986 = 0, 9237901

V piipadé, ze bychom se zajimali o dosazenou hladinu vyznamnosti pro obous-
tranny test, tj. Hq : u # 72,5, sta¢i vyndsobit hodnotu p-value ziskanou pro
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pravostrannou alternativu dvéma. Pokud postupujeme pies p-value ziskané po-
moci levostranné alternativy je nutno pred vynasobenim odecist od p-value
jednicku.

Pozn.: U nékterych statistickych baliki si muzeme zvolit pro jaky typ testu
(jakou alternativu) chceme p-value spocitat. Komeréni statisticky balik STATIS-
TICA vsak tuto vlastnost nemd. Hodnota p-value je pocitdna vzdy pro obous-
tranny test. V pripadé jednostrannych testu musime skutec¢né p-value dopocitat.

2

Testy hypotéz o parametru ¢° normalniho rozdéleni

Testy hypotézy o rozptylu normalniho rozdéleni l1ze provadét za podminky, ze
sttedni hodnotu p zname, coz je dosti ridky piipad, nebo za podminky ze u
nezname. Vsimnéme si Castéj$tho ptipadu. V takovém pripadé jsou kritické
obory pro jednotlivé hypotézy zalozeny na testovém kritériu

2 (@i —x)? _ (n—1)s?

= = , 11
X O_g G(Q) ( )

které m4, za piedpokladu platnosti nulové hypotézy x? rozdéleni s n — 1 stupni
volnosti.

Pfi testu hypotézy Hy : 02 < o proti pravostranné alternativé Ha : 02 > o2
vyuzivame kriticky obor K, ktery lze vymezit jako

(X 2 xioan =1} (12)

Naopak pii testu hypotézy Hy : 02 > 03 proti levostranné alternativé Hy : 02 <
o? vyuzivame kriticky obor K, ktery je specifikovén jako

X < XA -1} (13)
Koneéné, pii testu hypotézy Hy : 02 = o3 proti oboustranné alternativé H 4 :

o? # 02, vyuzivame kriticky obor K, ktery je specifikovan jako sjednoceni dvou
podmnozin, tedy:

P <xiEn-1)Ux® 2 xi_s(n—-1)}. (14)

Testy hypotéz o shodé stifednich hodnot dvou normalnich
rozdéleni pii nezavislych vybérech a neznamych rozptylech

Testujeme-li hypotézu o shodé stifednich hodnot dvou normélnich rozdéleni, je-
jichz rozptyly nezname, je zpusob testu zavisly na tom, zda muzeme piredpokladat,

7e rozptyly jsou stejné, tj. je nutno nejprve provést test hypotézy Hy : 03 = 03.

Testovacim kritériem je statistika
2
51
83
kterd ma za platnosti nulové hypotézy rozdéleni F(m — 1,n — 1). Jednotlivé
kritické obory jsou pak vymezeny nasledovné:



Tabulka 1: Testy hypotézy o shodé dvou rozptylua

Ha K
o? > o3 {F:F>F_,(m—1n—-1)}
0% < o3 {F:F<F,(m-1n-1)}

o} #05 {F:F<Fam—-1n—-1) UF>F _a(m—1,n-1)}

Varianta a) shodné rozptyly - homoskedasticita

Pokud tedy predpokladédme, na zdkladé predchoziho testu, ze jsou oba rozptyly
shodné, 1ze k testovani nulové hypotézy o shodé strednich hodnot vyuzit testo-
vaci statistiky

t= ; (16)

kde

(17)

N R R
m4+n—2 ’

Dle formulace alternativni hypotézy pak pouzivame kritické obory uvedené v
tabulce 2:

Tabulka 2: Testy hypotézy o shodé stfednich hodnot

Ha K

p1>pg {t:it>ti_a(m+n—2)}
pr < pz {tit<—ti_o(m—+n-—2)}

A e {2 tog(m4n—2))

Varianta b) neshodné rozptyly - heteroskedasticita

V praxi se setkavame i s piipadem, kdy rozptyly nezndme a navic nemuzeme
predpokladat, ze jsou shodné. Neboli testem na shodu rozptylu jsme zamitli
nulovou hypotézu 0? = ¢3. V takovém piipadé jsme nuceni pouzit ponékud jiné
testové statistiky:

Tl — T2
b= (18)
444



Tato statistika sleduje, za predpokladu platnosti nulové hypotézy, rozdéleni ¢( f),

kde
2
2 2
(53
2 2 2 2
1 s 1 s
m_1<ni> +n_1<n2)

Dle alternativni hypotézy pak rozezndvame nasledujici kritické obory viz tabul-
ka 3.

f= (19)

Tabulka 3: Testy hypotéz o shodé stfednich hodnot
Hx K

> pe {tit>t-o(f)}
pr < pz {t:t<—ti_o(f)}

py # pe {to |t >tia ()}

Testy hypotéz o shodé stirednich hodnot pri zavislych vybérech

Jde o takzvany Studentuv péarovy t-test. V tomto piipadé lze nulovou hy-
potézu tvrdici, ze nahodné vybéry x; a xo pochazeji z rozdéleni se stejnymi
stfednimi hodnotami, lze pfevést na hypotézu Hy, tvrdici, ze ndhodny vybér
d = [d1,ds, -+ ,dy], kde pro d; plati d; = dy; — da;, pochédzi z rozdéleni jehoz
stfedni hodnota se rovnd nule. Testujeme hypotézu Hyq : p = p3 —p2 = 0 .
Testovym kritériem je statistika

t=—vn. (20)

Sd

Kritické obory pro jednotlivé alternativni hypotézy udava tabulka 4.

Tabulka 4: Test hypotézy o shodé strednich hodnot — zavislé soubory

Hy K

w=p —py >0 {t:t>t_o(n—1)}
=g — 2 <0 {t:t<—t1_o(n—-1)}

p=p—p2#0 {t:t| =ti_g(n-1)}




