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Testy hypotéz na základě v́ıce než 2 výběr̊u

Na analýzu rozptylu lze pohĺıžet v podstatě jako na zobecněńı dvouvýběrového
t testu pro k soubor̊u. Klasický t-test v takovém př́ıpadě nelze použ́ıt, nebot’
bychom se mohli dopustit s mnohem větš́ı pravděpodobnost́ı chyby I. druhu a
to tak, jak bychom zvětšovali počet porovnávaných skupin. Situaci lze zachytit
v následuj́ıćı tabulce:

Tabulka 1: Schéma výchoźı situace

č́ıslo počet zjǐstěné hodnoty pr̊uměr rozptyl
výběru prvk̊u sledovaného znaku

1 n1 y11, y12, · · · , y1j , · · · , y1n1 ȳ1. s2
1

2 n2 y21, y22, · · · , y2j , · · · , y2n2 ȳ2. s2
2

...
...

...
...

i ni yi1, yi2, · · · , yij , · · · , yini ȳi. s2
i

...
...

...
...

k nk yk1, yk2, · · · , ykj , · · · , yknk
ȳk. s2

k

V pr̊uběhu následuj́ıćıch výpočt̊u využijeme některé vzorce, definujme je tedy:

Pr̊uměrná úroveň i-tého výběru:

ȳi. =
1
ni

ni∑

j=1

yij . (1)

Celkový počet pozorováńı:

n =
k∑

i=1

ni . (2)

Celkový pr̊uměr:

ȳ.. =
1
n

k∑

i=1

ni∑

j=1

yij . (3)

Předpoklady použit́ı analýzy rozptylu

Při aplikaci analýzy rozptylu je nutno zhodnotit, zda jsou splněny předpoklady
pro jej́ı použit́ı.

Je nutné zajistit, např. vhodným uspořádáńım pokusu, aby byly jednotlivé
výběry navzájem nezávislé a pocházely z populaćı s normálńım rozděleńım.

Daľśım d̊uležitým předpokladem pro využit́ı analýzy rozptylu je shodnost roz-
ptyl̊u u jednotlivých výběr̊u. Předpoklad homoskedasticity se dá pochopitelně
testovat. K tomuto účelu se využ́ıval např. Bartlett̊uv test.

1



Bartlett̊uv test

Bartlett̊uv test je univerzálńım testem v tom smyslu, že jej lze využ́ıt k hod-
noceńı homoskedasticity u vyvážených i nevyvážených soubor̊u. Bartlett̊uv test
využ́ıváme tedy k testováńı hypotéz:

H0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k ,

HA : non H0 .

Testovým kritériem Bartlettova testu je veličina B, která je definována jako

B = [(n− k)ln s2 −
k∑

i=1

(ni − 1)ln s2
i ]/C , (4)

maj́ıćı za předpokladu platnosti H0 a je-li ni ≥ 6, přibližně χ2(k−1). Testovanou
hypotézu zamı́táme pokud plat́ı

B ≥ χ2
1−α(k − 1) . (5)

Jednotlivé symboly využité při výpočtu testové statistiky lze definovat takto:

s2
i =

1
ni − 1

ni∑

j=1

(yij − ȳi.)2 i = 1, · · · , k , (6)

celkový rozptyl jako

s =
1

n− 1

k∑

i=1

ni∑

j=1

(yij − ȳi.)2 , (7)

a konstantu C

C = 1 +

(
k∑

i=1

1
ni − 1

− 1
n− k

)
/3(k − 1) . (8)

Bartlett̊uv test je však poměrně slabý a dosti citlivý na porušeńı normality
soubor̊u. To může být velký problém předevš́ım u soubor̊u s malým počtem
pozorováńı. Z tohoto d̊uvodu se dnes sṕı̌se použ́ıvá tzv. Leven̊uv test.

Hartleẙuv test pro testováńı homogenity k rozptyl̊u

Jak plyne z názvu testujeme hypotézu

H0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k

HA : non H0 .

Pokud bychom testovali všechny dvojice rozptyl̊u, bylo by jich k(k − 1)/2. To
si lze ověřit, nebot’ se lze logicky domńıvat, že pokud zjist́ıme maximálńı a
minimálńı hodnotu rozptyl̊u (tedy identifikujeme max s2

i a min s2
i ) pak nebude-li
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se tato dvojice statisticky významně lǐsit, nebudou se lǐsit ani ostatńı kombinace
dvojic. Testovaćı statistika má v př́ıpadě Hartleyova testu tvar

Fmax =
max s2

i

min s2
i

. (9)

Ke stanoveńı kritického oboru je nutno využ́ıt speciálně sestrojených tabulek,
nebot’ testovaná dvojice rozptyl̊u neńı náhodně zvolena. Nulovou hypotézu o
shodě rozptyl̊u zamı́táme na hladině významnosti α, pokud testovaćı statistika
Fmax překroč́ı jistou kritickou hodnotu.

Cochran̊uv test pro testováńı homogenity k rozptyl̊u

Daľśım testem pro ověřeńı homoskedasticity je tzv. Cochran̊uv test. V př́ıpadě
jeho použit́ı zamı́táme H0, hypotézu pokud hodnota testového kritéria

C =
s2

max

s2
1 + s2

2 + . . . + s2
k

(10)

překroč́ı kritickou hodnotu Cochranovy statistiky. Jinými slovy, pokud hodnota
C bude náležet do kritického oboru, který je definován jako

K = {C ≥ C1−α(k, n− 1)} .

zamı́táme hypotézu o shodě rozptyl̊u.

Leven̊uv test homogenity rozptyl̊u

Leven̊uv test v podstatě provád́ı analýzu rozptylu na rezidúıch. Využ́ıvá přitom
proměnnou zij = |yij − ȳi.| pro i = 1, 2, · · · , k a j = 1, 2, · · · , ni. F -statistika
je následně porovnávána s kritickou hodnotou F -rozděleńı s (k − 1) a (n − k)
stupni volnosti. Pro jisté př́ıpady jsou navrženy i modifikace Levenova testu.
V př́ıpadě šikmosti souboru lze využ́ıt mı́sto ȳi. mediánu. V př́ıpadě výrazné
špičatosti souboru je pak mı́sto ȳi. doporučován 10 % ořezaný pr̊uměr.

ANOVA

Jednofaktorová analýza variance s pevnými efekty

Pro daľśı postup předpokládejme, že se jednotlivé výběry pocházej́ı z normálńıho
rozděleńı, jsou nezávislé a maj́ı shodné rozptyly. Jinými slovy, nepodařilo se nám
prokázat platnost alternativńı hypotézy, tj. heteroskedasticity, některým z výše
uvedených test̊u.

Nulovou hypotézu lze zapsat, v př́ıpadě jednofaktorové analýzy rozptylu s pevnými
efekty, následovně:

H0 : µ1 = µ2 = · · · = µk ,
HA : non H0.

(11)

Nebo ekvivalentně pomoćı rovnice

yi = µ + αi + εi , (12)
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testovanou hypotézou je pak shodnost efekt̊u αi pro všech k úrovńı. Pokud
bychom chtěli interpretovat symboly v uvedené rovnici, pak symbol µ představuje
pr̊uměrnou úroveň všech faktor̊u, symbol αi efekt i-tého faktoru.

H0 : α1 = α2 = · · · = αk (13)

Je nutné si uvědomit, že úrovně faktoru jsou nenáhodné, nebot’ jsou dány expe-
rimentátory. Př́ıkladem může být ošetřeńı pozemku určitou dávkou hnojiva, či
r̊uzná reklamńı kampaň.

Rozklad celkové variability

Celkovou variabilitu SST lze rozdělit na dva sč́ıtance, ty představuj́ı variabilitu
meziskupinovou SSA a variabilitu vnitroskupinovou SSr

1.

SST = SSA + SSr

k∑

i=1

ni∑

j=1

(yij − ȳ..)2

︸ ︷︷ ︸
SST

=
k∑

i=1

ni(ȳi. − ȳ..)2

︸ ︷︷ ︸
SSA

+
k∑

i=1

ni∑

j=1

(yij − ȳi.)2

︸ ︷︷ ︸
SSr

. (14)

Proti testované hypotéze svědč́ı př́ıpady, ve kterých se statistiky výrazně lǐśı od
ȳ... Proto se při posuzováńı platnosti nulové hypotézy zaj́ımáme o variabilitu
mezi výběry. Zat́ımco variabilita uvnitř výběr̊u, tedy reziduálńı součet čtverc̊u,
nám umožňuje odhadnout rozptyl σ2 a zároveň slouž́ı jako mı́ra velikosti rozd́ılu
variability mezi výběry.

Nulovou hypotézu pak zamı́táme na zvolené hladině významnosti α, pokud tes-
tovaćı statistika F

F =
SSA/(k − 1)
SSr/(n− k)

(15)

překroč́ı př́ıslušný kvantil Fischerova - Snedecorova rozděleńı. Formálně zapsáno:

F ≥ F1−α(k − 1, n− k) . (16)

V podstatě je tato testovaćı statistika založena na poměru pr̊uměrných mezi-
skupinových a vnitroskupinových součt̊u čtverc̊u.

Výsledky analýzy rozptylu se zapisuj́ı do tzv. tabulky analýzy rozptylu. Ta
měla v minulosti sv̊uj význam z hlediska výpočt̊u. V nejjednodušš́ım př́ıpadě
má následuj́ıćı podobu, viz tabulka 2.

Pro úplnost lze dodat, že pokud bychom měli pouze dva výběry, tj. k = 2 a
1Složka SST obsahuje při n pozorováńı n sč́ıtanc̊u. Ty nejsou zcela libovolné, nebot’ výrazy

uvnitř závorek daj́ı v součtu nulu. Z tohoto d̊uvodu má součet celkové variability SST právě
n− 1 stupň̊u volnosti. Těchto n− 1 stupň̊u volnosti lze rozložit na dvě složky. Prvńı složkou
jsou stupně volnosti fA př́ıslušej́ıćı meziskupinové variabilitě. Těch je k− 1, nebot’ se zde sice
vyskytuje k sč́ıtanc̊u, ale muśı být dodržena podmı́nka

∑k
i = ni(ȳi.−ȳ..) = 0. Druhou složkou

jsou tzv. reziduálńı stupně volnosti. Na ty logicky z̊ustává (n − 1) − (k − 1) = n − k stupň̊u
volnosti.
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Tabulka 2: Tabulka analýzy rozptylu

Zdroj Součet Počet stupň̊u Pr̊uměrný F Dosažená
čtverc̊u volnosti čtverec hladina p

Výběr SSA k − 1 MSSA = SSA

k−1 F = MSSA

MSSr
p

Reziduálńı SSr n− k MSSr = SSr

n−k

Celkový SST n− 1

uplatnili bychom analýzu rozptylu, źıskali bychom identický výsledek, jako v
př́ıpadě použit́ı klasického dvoustranného t-testu. T́ımto postupem však nelze
testovat jednostranné hypotézy, které t-testem studovat lze.

Testy mnohonásobného srovnáváńı

V př́ıpadě nezamı́tnut́ı nulové hypotézy testováńı konč́ı. Pokud však zamı́táme
H0 ve prospěch HA, obvykle si klademe daľśı otázky. Asi nás bude zaj́ımat mezi
kterými dvěma soubory existuj́ı statisticky významné rozd́ıly a jaká je tedy
struktura nehomogenity středńıch hodnot. K těmto účel̊um slouž́ı testy mno-
honásobného srovnáváńı.

Bonferroniho metoda mnohonásobného
porovnáńı

Bonferroniho metoda nám odpov́ıdá na otázku proč byla zamı́tnuta nulová hy-
potéza při analýze rozptylu. Tato metoda považuje za r̊uzné ty skupiny, u nichž
populačńı pr̊uměry, např. µi a µh, splňuj́ı následuj́ıćı nerovnici

|ȳi. − ȳh.| ≥ t α
m

(n− k)

√
SSr

n− k

(
1
ni

+
1
nh

)
. (17)

Symbol m zde představuje počet všech možných porovnávaných dvojic, tedy
m = k(k − 1)/2.

Scheffého metoda mnohonásobného srovnáváńı

Předpokladem pro využit́ı Schéffeho metody je normalita všech k soubor̊u. Tes-
tujeme hypotézu

H0 : µI = µJ ,
HA : µI 6= µJ .
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Symboly µI , µJ zde mohou představovat středńı hodnoty skupin I, J , přičemž
jedna skupina může obsahovat pouze jeden výběr. Naopak druhá z nich může
obsahovat maximálně k− 1 výběr̊u. Tato metoda považuje za r̊uzné ty skupiny,
u nichž populačńı pr̊uměry, např. µi a µh, splňuj́ı následuj́ıćı nerovnici

|ȳi. − ȳh.| ≥
√

(k − 1) · SSr · F1−α(k − 1, n− k) ·
(

1
ni

+
1
nh

)
. (18)

Tukeyova metoda

Ta označ́ı na hladině významnosti α za rozd́ılné takové populačńı pr̊uměry µi a
µh, které splňuj́ı nerovnici

|ȳi. − ȳh.| ≥ qα(k, n− k)

√
SSr

2(n− k)

(
ni + nh

ninh

)
, (19)

kde qα(k, n − k) je kritická hodnota studentizovaného rozpět́ı. Tento test lze
použ́ıt pouze v př́ıpadě vyvážených soubor̊u.

Modifikovaná LSD metoda

Posup při této metodě je jednoduchý. Jednotlivé statistiky ȳ1., ȳ2., . . . , ȳk. se-
řad́ıme sestupně dle velikosti. Vypočteme rozd́ıl mezi dvěma sousedńımi statis-
tikami ȳi. a ȳh. a ten porovnáváme s tzv. nejmenš́ı signifikantńı diferenćı. Tu
zjist́ıme ze vztahu

LSDih = t1−α
2 (n−k)

√
SSr

ni + nh

ninh
(20)

Je-li sledovaná diference ∆ih > LSDih, zamı́táme hypotézu o shodě středńıch
hodnot µi a µh.
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