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Problematika závislosti

V podstatě lze rozlǐsovat mezi závislost́ı nepodstatnou, čili náhodnou a závislosti
př́ıčinnou čili kauzálńı. V př́ıpadě kauzálńı závislosti lze odlǐsit závislost jednos-
trannou a závislost oboustrannou.

Dle složitosti můžeme rozlǐsovat jednodušš́ı formy př́ıčinné, tedy kauzálńı závislosti
a složitěǰśı formy kauzálńı závislosti.

Z hlediska statistická teorie pak rozlǐsujeme dva typy závislost́ı. Prvńım z nich
je tzv. statistická závislost. Tu lze popsat následuj́ıćım zp̊usobem.Sledujeme-
li statistické znaky y, x1, x2, · · · , xp a měńı-li se určitým zp̊usobem podmı́něné
rozděleńı znaku y při změnách x1, x2, · · · , xp, pak mluv́ıme o statistické závi-
slosti znaku y na x1, x2, · · · , xp. Speciálńım typem této statistické závislosti je
tzv. korelačńı závislost, při které se měńı podmı́něné středńı hodnoty znaku y.

Ćıle regresńı a korelačńı analýzy

Ćıle regresńı a korelačńı analýzy lze spatřovat ve dvou hlavńıch bodech:

• ve vystižeńı směru korelačńı závislosti. T́ım odpov́ıdáme na otázku, jak
se změńı závisle proměnná, jestliže změńıme nezávisle proměnnou o jed-
notku. Směr korelačńı závislosti vyjadřujeme pomoćı regresńı čáry. Ta je
spojnićı vyrovnaných hodnot závisle proměnné, odpov́ıdaj́ıćım hodnotám
nezávisle proměnné. Statistické metody, které řeš́ı tento úkol, shrnujeme
pod společný název regresńı analýza.

• v posouzeńı toho, do jaké mı́ry jsou pozorované hodnoty v bĺızkém okoĺı re-
gresńı čáry, či zda se pozorované hodnoty od regresńı čáry značně vzdaluj́ı.
Č́ım jsou pozorované hodnoty bĺıže k regresńı čáře, t́ım daná regresńı
čára poskytuje hodnotněǰśı odhad, a naopak, č́ım se pozorované hodnoty
v́ıce odchyluj́ı od regresńı čáry, t́ım je mezi proměnnými menš́ı statistická
závislost. Odhady poř́ızené na základě takovéto regresńı čáry jsou pak
méně hodnotné. Shrneme-li výše uvedené, lze ř́ıci, že daľśım úkolem ko-
relačńı a regresńı analýzy je posouzeńı těsnosti korelačńı závislosti. Pod-
statou je tedy posouzeńı variability pozorovaných hodnot kolem regresńı
čáry. Tento problém řeš́ı korelačńı analýza.

Závisle proměnná × nezávisle proměnná

Znak y nazýváme vysvětlovanou nebo závisle proměnnou, znaky x1, x2, · · · , xp

vysvětluj́ıćımi nebo nezávisle proměnnými.

Prostá lineárńı regrese

Nejjednodušš́ım modelem se kterým se lze v regresńı analýze setkat je prostá
lineárńı regrese. Jej́ım parametrickým vyjádřeńım je funkce y = α + βx, tedy
rovnice př́ımky. Zabývejme se t́ımto modelem bĺıže.
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Při regresńı analýze se snaž́ıme naj́ıt neznámé parametry α a β tak, aby výsledný
(odhadnutý) model ŷ = a + bx co nejlépe vystihoval námi pozorované data. K
odhadu neznámých parametr̊u, tzv. regresńıch koeficient̊u zpravidla použ́ıváme
metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Podstatou této metody je minimalizace součtu
čtverc̊u rezidúı, tedy:

S =
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 → min . (1)

Předpoklady modelu

• Středńı hodnota rezidúı je nulová. Nebo-li E(εi) = 0

• Rozptyl rezidúı je konstantńı pro všechny pozorováńı, tedy V ar(εi) = σ2

• Rezidua sleduj́ı normálńı rozděleńı εi ∼ N(0, σ2)

• Jednotlivé pozorováńı závislé proměnné yi jsou navzájem nezávislé. V
d̊usledku toho pak i jednotlivé εi

• Jednotlivé úrovně -hodnoty regresor̊u jsou pevné, pokud jsou náhodné,
pak jsou navzájem nezávislé.

• Funkce je lineárńı kombinaćı regresńıch koeficient̊u.

Odhady a a b neznámých regresńıch koeficient̊u α a β jsou tedy určeny z pod-
mı́nky:

S =
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 → min , (2)

kde po dosazeńı za ŷi źıskáme v př́ıpadě fitováńı modelu prosté lineárńı regrese:
n∑

i=1

(yi − a− bxi)2 → min. (3)

Nalézt minimum této kvadratické funkce znamená položit parciálńı derivace
podle a a b nule a řešit vzniklou soustavu rovnic. Po několika úpravách źıskáme
tzv. normálńı rovnice:

na + b
∑n

i=1 xi =
∑n

i=1 yi

a
∑n

i=1 xi + b
∑n

i=1 x2
i =

∑n
i=1 xiyi .

(4)

Řešeńım soustavy rovnic lze źıskat vzorce pro výpočet regresńıch koeficient̊u:

a =
∑n

i=1 xiyi

∑n
i=1 xi −

∑n
i=1 yi

∑n
i=1 x2

i

(
∑n

i=1 x)2 − n
∑n

i=1 x2
i

(5)

a

b =
n

∑n
i=1 xiyi −

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 yi

n
∑n

i=1 x2
i − (

∑n
i=1 xi)2

. (6)

Interpretace regresńıho koeficientu plyne předevš́ım z toho, že odhadnutý
regresńı koeficient b je formálně směrnićı regresńı př́ımky. Udává tedy, jak velká
bude změna závislé y, změńı-li se nezávisle proměnná x o jednotku. Kladná
hodnota regresńıho koeficentu (b > 0) znamená, že s r̊ustem nezávisle proměnné
poroste i hodnota závisle proměnné. Záporná hodnota pak vyjadřuje pokles
závisle proměnné při r̊ustu hodnot nezávisle proměnné.
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Volba regresńı funkce

Při volbě regresńı funkce je nutné znát jej́ı základńı vlastnosti, tj. znát jednotlivé
funkce, jejich analytické vyjádřeńı, jejich pr̊uběh, definičńı obor a obor hodnot.

V prvé řadě má regresńı model co nejlépe zobrazit reálné vztahy
mezi jevy a odrážet je v jejich podstatných rysech. Z tohoto d̊uvodu je
třeba vycházet z posouzeńı věcné podstaty zkoumaných jev̊u a jejich souvislost́ı.

V mnoha př́ıpadech však neńı možno volit regresńı funkci apriorně. Pak voĺıme
regresńı funkci na základě posouzeńı závislosti v pozorovaných datech. Tento
př́ıstup však nemuśı vést k nalezeńı regresńı funkce (problém malého počtu po-
zorováńı) vhodné pro popis závislosti v základńım souboru.

Pro empirické posouzeńı závislosti je možno použ́ıt bodový diagram nebo čáru
podmı́něných pr̊uměr̊u. Obvykle se však postupuje takto:

• Vymeźıme množinu regresńıch funkćı - pokud možno jednoduchých

• Urč́ıme odhady jednotlivých regresńıch parametr̊u pro jednotlivé typy re-
gresńıch funkćı

• Na základě r̊uzných kritéríı zkoumáme která z regresńıch funkćı nejlépe
vyhovuje empirickým dat̊um.

Regresńı modely

Dle tvaru regresńı funkce lze rozlǐsovat r̊uzné typy regresńıch model̊u:

• Modely lineárńı z hlediska parametr̊u maj́ı regresńı funkci tvaru:

ŷ = β0 + β1f1 + β2f2 + · · ·+ βpfp , (7)

kde regersory f jsou libovolné známé funkce vysvětluj́ıćıch proměnných.
Speciálńım př́ıpadem jsou modely typu:

ŷ = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βpxp , (8)

kde regresory jsou př́ımo vysvětluj́ıćı proměnné, tj. modely lineárńı z
hlediska parametr̊u i z hlediska vysvětluj́ıćıch proměnných. Př́ıkladem
můžou být tyto modely:

ŷ = β0 + β1x (9)

nebo hyperbolický regresńı model

ŷ = β0 + β1
1
x

(10)

ŷ = β0 + β1log10x (11)

ŷ = β0 + β1logex (12)

ŷ = β0 + β1x + β2x
2 (13)

a samozřejmě mnohé daľśı . . .
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• Modely nelineárńı jak v parametrech, tak vzhledem k vysvětluj́ıćım pro-
měnným, které se však transformaćı daj́ı převést na lineárńı tvar z hlediska
regresńıch parametr̊u. Př́ıkladem může být mocninná funkce

ŷ = αxβ (14)

nebo exponenciálńı funkce
ŷ = αβx (15)

• Nelineárńı modely které se nedaj́ı jednoduše transformovat na lineárńı tvar
např:

ŷ = αβx + γ (16)

Otázka vhodnosti modelu

Jedńım ze základńıch kritéríı pro posouzeńı kvality regresńı funkce je tzv. součet
čtverc̊u rezidúı, definovaný jako

S =
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 (17)

Na základě tohoto kritéria dáváme přednost tomu regresńımu modelu pro nějž
nabývá tato statistika nižš́ı hodnoty.

V př́ıpadě, že porovnáváme regresńı modely s r̊uzným počtem regresńıch pa-
rametr̊u, muśıme si uvědomit, že u regresńı funkce s větš́ım počtem parametr̊u
bude reziduálńı součet čtverc̊u nižš́ı než u regresńı funkce s menš́ım počtem re-
gresńıch parametr̊u. Z tohoto d̊uvodu využ́ıváme pro srovnáńı tzv. reziduálńı
rozptyl definovaný jako

s2
e =

S

n− p
(18)

Index determinace

Daľśı velice d̊uležitou charakteristikou vhodnosti regresńı funkce je tzv. index
determinace. Jeho konstrukce vycháźı z rozkladu součtu čtvercových odchylek
hodnot vysvětlované proměnné od jejich aritmetického pr̊uměru

n∑

i=1

(yi − ȳ)2 (19)

na dvě složky. A to na součet čtverc̊u rezidúı:

n∑

i=1

(yi − ŷi)2 (20)

a na součet čtvercových odchylek teoretických hodnot od aritmetického pr̊uměru

n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 (21)
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Součet čtvercových odchylek teoretických hodnot od pr̊uměru představuje tu
část součtu čtverc̊u , kterou je možno vysvětlit zvolenou regresńı funkćı. Pod́ıl

I2 =
∑n

i=1(ŷi − ȳ)2∑n
i=1(yi − ȳ)2

(22)

se nazývá index determinace. Tato mı́ra nabývá hodnot z uzavřeného inter-
valu 〈0, 1〉.
Index determinace nám udává z kolika procent variabilita nezávisle
proměnné vysvětluje variabilitu závisle proměnné.

Korelačńı koeficient

Pro posuzováńı vhodnosti regresńı funkce a těsnosti závislosti vysvětlované
proměnné y na uvažovaných vysvětluj́ıćıch proměnných se použ́ıvá také druhá
odmocnina indexu determinace. Ta se nazývá index korelace (koeficient ko-
relace). V př́ıpadě prosté lineárńı regrese jej lze definovat např́ıklad takto:

ryx =
cov(x, y)

σxσy
(23)

Tato statistika vyjadřuje stupeň lineárńı statistické závislosti. Symbol cov(x, y)
v čitateli představuje kovarianci proměnných x a y. Ve jmenovateli pak vys-
tupuje součin směrodatných odchylek nezávisle a závisle proměnné.
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