Vicenasobna regresni a korelacni

analyza !
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O vicenasobné zavislosti mluvime tehdy, jestlize je zdvisle proménnad y zavisla
na vice nezavislych proménnych 1, zs, ..., zp. Rada pojmu a metod je analog-
ickd jako pfi prosté regresni analyze. Rozdil je pouze v urcitém zevSeobecnéni
na vice proménnych.

Rozezndvame pojmy jako mnohonasobnd zavislost, mnohonasobna nezavislost,
korela¢ni zavislost, korelacni nezavislost. Vysvétleme tyto pojmy.

Mnohonasobnou zavislosti rozumime, zavislost, kdy dochazi se zménou nezavisle
proménnych ke zméné podminéného rozdéleni zavisle proménné.

Mnohonéasobnou nezavislosti je pak takovy stav mezi proménnymi, kdy se zmé-
nou hodnot nezavisle proménnych nedochazi ke zméné podminéného rozdéleni
cetnosti zavisle proménné.

Za korela¢ni zavislost oznacime takovy stav, kdy se zménou hodnot nezéavisle
proménnych dochézi ke zméné podminénych pruméru zavisle proménné.

Korela¢ni nezavislosti naopak rozumime takovy stav, kdy se zménou nezavisle
proménnych nedochdzi ke zméné podminénych pruméru zavisle proménné.

Nejjednodussim ptipadem vicendsobné zavislosti je trojnasobna linearni regrese.
Ta je vyjadfend rovnici roviny v trojrozmérném euklidovském prostoru, tedy
y = by + bxy + bxs.

Odhady jednotlivych regresnich koeficient, zde se presnéji nazyvaji parcidlni re-
gresni koeficienty. Lze je ziskat opét prostiednictvim metody nejmensich ¢tvercu.
Pri vykladu vyuzijeme maticovou symboliku. Usnadni ndm to nés postup a
umozni nam to odvodit obecny postup, kterym muzeme odhadovat i regresni
koeficienty u nelinedrnich funkci v proménnych ! :

n

S=> (yi—§:)* — min (1)

i=1

Déle predpoklddejme, ze §; = bo+b1 f1+bafa+- - -+by fpp, kde symboly (regersory
- nezdvisle proménné) f;, ¢ = 1,2,...,p predstavuji libovolné znamé funkce
vysvétlujicich proménnych. Specidlnim piipadem jsou modely typu:

g="0bo+bizy +bowa+ - +bpzy , (2)
kde jsou regresory piimo vysvétlujici proménné (f; = x;), tj. modely linedrn{
z hlediska parametru i z hlediska vysvétlujicich proménnych. Model muzeme

zapsat pro vSech n pozorovani pomoci maticové symboliky nasledovneé:

§=Fb (3)

Ine vsak odhadovat regresni koeficienty u funkci nelinedrnich v parametrech. Resenfm

téchto loh se zabyvat nebudeme.



kde:
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F = . . , (4)
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Vektor b’ pak predstavuje vektor hledanych regresnich regresnich koeficient,
tedy:

bo

by

b= | b2 (5)

by
Pokud hodlame minimalizovat funkci S, pak musime tuto funkci derivovat a
takto upravenou funkci polozit rovno nule. Tim je splnén nutny piedpoklad.

Odhad jednotlivych slozek vektoru b tj. odhad skutec¢nych regresnich koeficientu
Bi, i =1,2,--- ,p ziskdme takto:

S=31 i -0 =y -§)?=c"e=(y —Fb)T(y - Fb)
=yTy — y'Fb— (Fb)Ty + (Fb)'Fb
=yTy —2(Fb)Ty + b" FTFb

Vzhledem k tomu, Ze se snazime o minimalizaci celkového souctu ¢tverct rezidui,
budeme derivovat funkci S dle vektoru regresnich koeficientu a fesit nédsledujict
rovnici:

% = —2FTy + 2FTFb =0

Lze tedy psét
2FTFb = 2F Ty |(FTF)!
b= (FTF)~Fly ,

kde symbol b je vektorem odhadnutych regresnich parametru.

Galiletiv pokus aneb jednoduchy priklad regresni
analyzy na zaveér?

Galileo se zabyval studiem pohybu télesa. K tomuto studiu si sestrojil jedno-
duché zafizeni. Na stul umistnil naklonénou rovinu s drazkou. Pokus spocival v
opakovaném vypousténi bronzové koule v jisté vysce, oznacme tuto vysku jako x
a méfil vzdalenost dopadu stiibrné koule od hrany stolu. Vyska stolu Galileova
stolu €inila 500 punti. Galileo naméfil tato data [punti?]:

x y
[1,] 100 253
[2,] 200 337
[3,] 300 395
[4,] 450 451

2Jedno punti je rovno 169/180 mm



[5,]1 600 495
[6,] 800 534
[7,] 1000 573

Pokusime se prolozit Galileova data prostym regresnim modelem, tedy primkou.
Uvazujme nejprve piimku prochazejici pocatkem soustavy souradnic. Uvazujme
tedy model

yi = 1w + & (6)

Pomoci metody nejmensich ¢tvercii odhadneme regresni koeficient 3;. Pomoci
softwarového prostiedi R ziskame tyto vysledky:

Call: Im(formula =y ~ x - 1)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-157.566 3.104 122.245 177.887 190.887

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
X 0.7306 0.1017 7.186 0.000367 **x

Signif. codes: O ,,j%**, 0.001 ,**, 0.01 ,,x, 0.05,,., 0.1,, , 1

Residual standard error: 155.6 on 6 degrees of freedom Multiple
R-Squared: 0.8959, Adjusted R-squared: 0.8786 F-statistic:
51.64 on 1 and 6 DF, p-value: 0.0003671

Pokud regresni rovnici zndzornime ziskame tento vystup

Obréazek 1: Prostd linedrni regrese bez absolutniho ¢lenu
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Vidime, ze regresni rovnice nevystihuje dobfe empiricka data. Index determi-
nace ¢ini pouze 87,87 % a rezidudlni soucet ¢tvercu ¢ini 145268,16. Pristoupime
proto k jinému regresnimu modelu ktery zahrnuje i absolutni ¢len tj. vyuzijeme
modelu

yi = Bo + Brwi + & (7)
Vysledky regresni analyzy pro druhy model

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
1 2 3 4 5 6 7
-50.0462 0.6201 25.2864 31.2859 25.2853 -2.3821 -30.0495

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 269.71246 24.31239 11.094 0.000104 *x**
X 0.33334 0.04203 7.931 0.000513 **x

Signif. codes: O ,j*%x*x, 0.001 ,**, 0.01 ,%, 0.05,,., 0.1,,, 1
Residual standard error: 33.68 on 5 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.9264, Adjusted R-squared: 0.9116
F-statistic: 62.91 on 1 and 5 DF, p-value: 0.0005132

Obrazek 2: Prosta linearni regrese s absolutnim ¢lenem
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Vidime, Ze ani tato regresni funkce nepopisuje data prilis dobfe, tiebaze
index determinace ¢ini 92,64 % a doslo k dosti podstatnému sniZeni hodnoty
rezidudlniho soué¢tu ¢tvercu. Jeho hodnota éini 5671,712.

Pristoupime k dalsimu regresnimu modelu. Vzhledem k hodnotam by mohl byt
adekvatnim modelem kvadraticky regresni model

i = Bo + Brwi + o} + & (8)
Vysledky regresni analyzy pro kvadraticky regresni model

Call:
Im(formula = y ~ x + I(x72))

Residuals:
1 2 3 4 5 6 7
-14.308 9.170 13.523 1.940 -6.177 -12.607 8.458

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 1.999e+02 1.676e+01 11.928 0.000283 *x**
X 7.083e-01 7.482e-02 9.467 0.000695 *x*x*
I(x~2) -3.437e-04 6.678e-05 -5.147 0.006760 =**

Signif. codes: O ,, %%, 0.001 ,xx, 0.01 ,*x, 0.05,,., 0.1,, , 1

Residual standard error: 13.64 on 4 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9903, Adjusted R-squared: 0.9855
F-statistic: 205 on 2 and 4 DF, p-value: 9.333e-05

7 grafu kvadratické regresni funkce vidime, ze kvadratickd funkce s regresnimi
parametry vyborné vystihuje Galileova data. Index determinace dosahl dokonce
hodnoty 98,55 %, coz znamend, ze nas model vysvétluje 98,55 % rozptylenosti
naméfenych vodorovnych vzdalenosti. Rezidudlni soucet ¢tvercu ¢ini 744,1984.
Tento vysledek 1ze povazovat za velmi dobry. V§iméte si, ze jsou signifikantni
vsechny regresni koeficienty a to dokonce na hladiné a = 0.01

Pokusme se pridat jesté kubicky ¢len. Bude popisovat odhadnutéa regresni funkce
data 1épe? Model obecné zapiseme takto:

Yi = Bo + Bizi + Box} + B3z} + e - (9)

Vysledky regresni analyzy pro pfipad polynomu tfetiho stupné jsou uvedeny
nize. Vsiméte si, ze i kubicky ¢len je statisticky vyznamny:

Call:
Im(formula =y ~ x + I(x72) + I(x73))

Residuals:
1 2 3 4 5 6 7
-2.40359 3.58091 1.89175 -4.46885 -0.08044 2.32159 -0.84138



Obréazek 3: Kvadraticka regrese funkce s absolutnim ¢lenem
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.558e+02 8.326e+00 18.710 0.000333 *x**

X 1.115e+00 6.567e-02 16.983 0.000445 x*x*x*
I(x~2) -1.245e-03 1.384e-04 -8.994 0.002902 *x*
I(x~3) 5.477e-07 8.327e-08 6.577 0.007150 *x*

Signif. codes: O ,,***, 0.001 ,*x, 0.01 ,,x, 0.05,,., 0.1,, , 1

Residual standard error: 4.011 on 3 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9994, Adjusted R-squared: 0.9987
F-statistic: 1595 on 3 and 3 DF, p-value: 2.662e-05

7 vysledku je patrné, ze je tento model jesté lepsim nez predchozi kvadrat-
icky. Index determinace &inf 99,94 %, rezidudlni soucet ¢tverct ¢inf 4.0112.3 =
48.264363. Prosté pardda co vice si prat. Pro tplnost zndzornime jesté prubéh
funkce spolu s empirickymi daty. Jisté bychom byli spokojeni. Rezidudlni suma
¢tvercu je relativné mald, index determinace ¢ini 99,94 %. Spokojeni vSak byt
nemuzeme,

nebot je to celé Gplné Spatné!l

Proc? Jisté jste si vSimli(viz obrézek 4), ze graf prubéhu polynomické regrese
vykazuje ve své "horni ¢asti” inflexi, ktera z hlediska piirodnich zdkonu, fyziky



Obrazek 4: Funkce polynomické regrese 3 stupné s absolutnim ¢lenem
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nemad opodstatnéni. Model je tedy zcela chybny. Z fyzikalniho hlediska by byla
jedinym spravnym modelem funkce popisujici zakony pohybu po naklonéné rov-
iné a Sikmého vrhu majici tvar:

%

Y = \/ 2sin?a 4 4d - z;co82a0 — z;8in200 (10)

Symbol « predstavuje uhel naklonéné roviny po které byla vypousténa koule,
symbol d pak vysku stolu.

Pokusme se tedy dospét k vysledku jinou cestou. Vime, ze Galiletv stul mél
vysku 500 punti, po dosazeni se spravnd regresni rovnice (10) zjednodusi:

Yi = \/ ?sin20z 42000 - z;cos?a — x;8in2c« . (11)

Pomoci software R a pfi vyuziti Gauss-Newtonova algoritmu se pokusime ziskat
odhad nezndmého parametru a.. Ten predstavuje, jak jisté vite tihel, ktery svirala
naklonénd rovina s deskou stolu. Reseni je tedy nésledujici:

nls(y~sqrt(x~2*(sin(2*a)) ~2+4*500*x* (cos(a)) ~2) -x*sin(2*a),
start=c(a=0.5203),trace=TRUE)

31357.71 : 0.5203
2676.557 : 0.6101944
2485.28 : 0.6157443
2485.263 : 0.6158206



2485.263 : 0.6158214
Nonlinear regression model
model: y ~ sqrt(x~2 * (sin(2 * a))~2 +
4 * 500 * x * (cos(a))~2) - x * sin(2 * a)
data: parent.frame()
a
0.6158214
residual sum-of-squares: 2485.263

Resenim jsme ziskali odhad & = 0,6158214,tj. = 35, 3°. Déle muzeme odeéist
rezidudlni sumu ¢tvercu, dosahuje hodnoty 2485,263.

I kdyz je to dobie, muzete si vimnout toho, Ze jsme v piipadé spravného
regresniho modelu obdrzeli vétsi rezidualni soucet ¢tvercu, nez v predchozich
evidentné chybnych modelech! Graf této funkce spolu s ostatnimi regresnimi
modely je uveden zde:

Obrazek 5: Graf spravné regresni funkce
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